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Tridy slozitosti Rozhodovaci alohy a jazyky
T¥ida N'PC

Rozhodovaci dlohy a jazyky

Rozhodovaci Glohy

Rozhodovaci loha/problém je takova dloha, jejimz , feSenim* je
bud odpovéd ,ANO" nebo odpovéd ,,NE".

Priklady
» SAT — spliiovani Booleovskych formuli (v CNF).
» Existence Hamiltonovské cesty/cyklu/kruznice.

» Je mozné obarvit graf 3 barvami?

Marie Demlova: Teorie algoritmi



Tridy slozitosti Rozhodovaci alohy a jazyky
T¥ida N'PC

Rozhodovaci dlohy a jazyky

Rozhodovaci verze optimalizacnich problému.

Pro kazdy optimalizaéni problém vytvorime jeho rozhodovaci verzi
napr. takto:

» Je dan souvisly neorientovany graf G spolu s délkami hran
a: E — 7Z. Je dano prirozené Cislo K. Existuje kostra G délky
nejvyse K7

» Je dana instance TSP a pfirozené &islo K. Existuje trasa délky
nejvyse K7
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Tridy slozitosti Rozhodovaci alohy a jazyky
T¥ida N'PC

Rozhodovaci dlohy a jazyky

Véta.

Kdyby existoval polynomialni algoritmus A, ktery Fesi rozhodovaci
verzi TSP, pak také existuje polynomialni algoritmus, ktery fesi
optimaliza¢ni verzi TSP.
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Rozhodovaci dlohy a jazyky

Rozhodovaci dlohy a jazyky.

Je dan rozhodovaci Gloha . VSechny instance této Glohy
rozdélime do dvou skupin — ANO instance a NE instance.

Instance dlohy je mozné zakddovat jako slovo nad vhodnou
abecedou Y. Jazyk

Lyy = {w|w je kéd ANO instance}

Jje jazyk dlohy U.

Slova nad X, které neodpovidaji Zddné instanci Glohy, povazujeme
za NE instance.
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Tridy slozitosti

Trida P.

Rozhodovaci Gloha U patfi do tfidy P pravé tehdy, kdyz existuje
deterministicky Turinglv stroj M, ktery pfijima jazyk L;; a pracuje
s polynomidlni ¢asovou slozitosti.

Priklady.
» Rozhodovaci verze problému minimalni kostry.

» Rozhodovaci verze Glohy nalezeni nejkratSich cest v
ohodnoceném grafu bez cykli zaporné délky.

» Rozhodovaci verze nalezeni maximalniho toku v siti.

» Rozhodovaci verze Glohy nalezeni minimalniho rezu.
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Tridy slozitosti

Tiida N'P.

Rozhodovaci tloha U patfi do tfidy N'P pravé tehdy, kdyZ existuje
nedeterministicky Turingliv stroj M, ktery prijima jazyk Ly, a
pracuje s polynomidlni ¢asovou slozitosti.

Priklady.
» SAT problém.

» Existence hamiltonovské cesty/kruznice, hamiltonovského
cyklu.

» Rozhodovaci verze problému batohu.

» Rozhodovaci verze problému klik.
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Tridy slozitosti Rozhodovaci alohy a jazyky
T¥ida N'PC

Tridy slozitosti

Nedeterministicky ,,algoritmus*.
Nedeterministicky algoritmus se skldda ze dvou fazi
» v prvni fazi se vygeneruje fetézec s;
» na zakladé vstupni instance a na zdkladé s (deterministicky)
algoritmus d3 odpovéd bud ,ano" nebo ,ne".
Nedeterministicky algoritmus resi tlohu, jestlize
1) pro kazdou ANO instanci existuje fetézec s, pro ktery druha
faze odpovi ano;
2) pro zadnou NE instanci neexistuje fetézec s, pro ktery druha
faze odpovi ano.

Nedeterministcky algoritmus pracuje v ¢ase O(T(n)), jestlize
kazdy prichod obéma fazemi 1 a 2 pro instanci velikosti n
potrebuje O(T(n)) kroka.
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Trida N'PC

Redukce a polynomialni redukce tloh.

Jsou dény dvé rozhodovaci tlohy I/ a V. Rekneme, e tloha U se
redukuje na Glohu V), jestlize existuje algoritmus (program pro
pocita¢, Turinglv stroj) M, ktery pro kazdou instanci / alohy U
zkonstruuje instanci /I’ Glohy V a to tak, Ze

I je ANO-instance U pravé tehdy, kdyz I’ je ANO-instance V.

Znacdime to
u<y.

Jestlize M pracuje s polynomidlni ¢asovou slozitosti, U se
polynomialné redukuje na V, a piseme

U<pV.
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Trida N'PC

Tvrzeni. Jsou dany tfi rozhodovaci tlohy U, V a W. Jestlize plati
U<V a VW,

pak
U< W.
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Trida N'PC

NP aplné alohy.

Rozhodovaci tloha U je NP (plnd jestlize
1. U patfi do t¥idy N'P;
2. kazdd NP Gloha se polynomidln& redukuje na U.

NPC je tfida véech NP Gplnych dloh.

Tvrzeni.
Jsou dany dvé NP dlohy U a V, pro které plati U <1, V. Pak
1. jestlize V je v P, pak také U je v P;
2. jestlize U je NP Gplnd Gloha, pak také V je NP (plnd aloha.

Marie Demlova: Teorie algoritmi



Tridy slozitosti Rozhodovaci alohy a jazyky
T¥ida N'PC

Trida N'PC

Véta.
P CNP.

Zda P = NP oteviend otazka.
Tvrzeni.

Kdyby néktera AP tplna dloha patiila do tiidy P (). byla by
polynomidlné teditelnd), pak P = N'P.
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NP aplné dlohy

Trida N'PC

Cookova véta.

SAT je NP (plnd dloha.
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NP aplné dlohy

Trida N'PC

Dukaz.

1) SAT pat¥i do N'P.

2) Musime ukazat, ze kazdd NP (loha se polynomialné redukuje
na SAT. Protoze V € NP iff existuje NTM M pfijimajici Ly v
polynomidlnim ¢ase p(n), staci:

Pro libovolny NTM M a slovo w zkonstruujeme formuli ¢y .,
takovou, Ze

M prijima w pravé tehdy, kdyz o, je splnitelna.
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NP aplné dlohy

Trida N'PC

Podminky, které ¢, ,, musi spliiovat:
1) Vase i, i=0,...,p(n), je NTM M v pravé jednom stavu.
2) Vase i, i=0,...,p(n), hlava M &te pravé jedno pole pasky.

3) Vase i, i=0,...,p(n), kazdé pole pasky obsahuje pravé
jeden paskovy symbol.

4) Na zadatku prace M (tj. v ¢ase 0), M je v pocateénim ID.
5) Kazdy krok M je uren 0; tj. stav M v ase i + 1, obsah
¢teného pole, a pole které M ¢te v Case i + 1 je urdeno 4.

6) Obsah pole pasky, které M necte v Case i zlstavaji stejné i
v Case i + 1.

7) Je-li M v &ase i ve stavu gr, je ve stavu gr i v Case i + 1.
8) V Case p(n) je M ve stavu gr.
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NP aplné dlohy

Trida N'PC

Logické proménné ¢y ,,.
> s’ i=0,1,...,p(n), g € Q;
to, ze sf’ je pravdiva znamenad, Ze v Case i je M ve stavu q.
> hij, i =0,1,....p(n), j =1,2,...,p(n);

to, Ze h;; je pravdivd znamena, ze M v &ase i Cte j-té policko

pasky.
A i F_ .
>t =0,1,...,p(n), j=1,2,...,p(n), AT,
to, ze t;?j je pravdiva znamena, Ze v Case i je pasce v j-tém

policku symbol A.
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NP aplné dlohy

Trida N'PC

Podminky, které ¢, musi spliiovat:

1) Véase i, i=0,...,p(n), ses NTM M nachazi v pravé jednom
stavu.

2) Vase i, i=0,...,p(n), hlava M &te pravé jedno pole pasky.

3) Vase i, i=0,...,p(n), kazdé pole pasky obsahuje pravé
jeden paskovy symbol.

4) Na zalatku prace M (tj. v ¢ase 0), M je v pocateénim ID.

5) Kazdy krok M je urcen 0; tj. stav M v ase i + 1, obsah
¢teného pole, a pole, které M ¢te v éase i + 1 je uréeno §.

6) Obsah pole pasky, které M nelte v Case i zistd stejné i v Case
i+ 1.

7) Je-li M v &ase i ve stavu gr, je ve stavu gr i v Case i + 1.

8) V Case p(n) je M ve stavu gr.
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