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Minimalni kostra

Minimalni kostra

Obecné schema
Vstup: Souvisly graf G = (V,E), a: E — Z.
Vystup: hrany minimalni kostry K.

1. (Inicializace.)
K:=0,S§={{v}|veV}
2. (Vybér hrany.)
Dokud S neni jednoprvkova
vybereme hranu e € E \ K tak, ze
vede mezi dvéma mnozinami z S, C; # G,
a aspon pro jednu je nejlevnéjsi hrana vedouci z ni.
3. (Upravy.)
K:=KU{e};
S = (8 \ {Cl, Cz}) U {Cl U C2}
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Minimalni kostra

Minimalni kostra

Variant — pocet prvk(i v mnoziné S.

Hranu je mozné pridat pouze n — 1 krat; pak S je jednoprvkova.

Invariant
Mnozina K je vzdy Casti nékteré minimalni kostry.

Tvrzeni. Jestlize mnozina hran K pred vykonanim kroku 2 je ¢asti
nékteré minimalni kostry a vybereme-li hranu e podle schematu,
pak mnozina hran K U {e} je také ¢asti nékteré minimalni kostry.
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Nejkratsi cesty z r
Nejkratsi cesty Nejkratsi cesty mezi vSemi dvojicemi vrcholi.

Nejkratsi cesty

G = (V, E) — prosty orientovany graf s ohodnocenim a: E — Z.
Oznaéme V = {1,2,...,n} mnozinu vrcholt G.

Matice délek A

0, proi=j
a(i,j)=14 ale), proe={(i,j)€E
oo, pro(i,j)¢E
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Nejkratsi cesty

Matice vzdalenosti U

0, proi=j,
u(i,j) = { délka nejkratsi cesty z i do j, existuje-li cesta z i do j
00, neexistuje-li cesta z i do j
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Nejkratsi cesty Nejkratsi cesty mezi vSemi dvojicemi vrcholi.

Nejkratsi cesty

Predpokladejme, Ze v grafu G je vrchol y orientované dostupny
z vrcholu x. Pak plati:

1. Jestlize graf G obsahuje pouze cykly kladné délky (tj.
neobsahuje ani cykly zaporné délky ani nulové délky), pak
nejkratsi sled z vrcholu x do vrcholu y existuje a je soucasné
nejkratsi cestou z x do y.

2. Jestlize v grafu G neexistuje cyklus zaporné délky, pak
nejkratsi sled z x do y ma stejnou délku jako nejkratsi cesta z
x do y.

3. Jestlize v grafu G neexistuje cyklus zaporné délky, pak pro
kazdy sled C z x do y existuje cesta z x do y, kterd je kratsi
nebo stejné dlouha jako sled C.

Marie Demlova: Teorie algoritmu



Nejkratsi cesty z r
Nejkratsi cesty Nejkratsi cesty mezi vSemi dvojicemi vrcholi.

Nejkratsi cesty

Trojahelnikova nerovnost

Jestlize graf G neobsahuje cyklus zaporné délky, pak pro kazdé tri
vrcholy x, y, z plati

u(x,y) < u(x,z)+ u(z,y).

Bellmandiv princip optimality

Jestlize graf G neobsahuje cyklus zaporné délky, pak pro kazdé dva
rizné vrcholy x, y plati

u(x,y) = min(u(x,2) + a(z.)).
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Nejkratsi cesty z r

Obecné schema.

Vstup: Orientovany graf G = (V, E) bez cykli zdporné délky,
vrchol r, ohodnoceni a: E — Z.
Vystup: Hodnoty U(v), které jsou u(r, v).

1. (Inicializace.)
U(r) =0, U(v) :== 00 pro v # r;
2. (Zpracovani hran.)
Existuje-li hrana e = (v, w) takova, Ze
U(w) > U(v) + a(e)
polozime U(w) := U(v) + a(e).
3. (Ukon¢eni.)
Je-li U(w) < U(v) + a(e) pro kazdou hranu e = (v, w), stop.
Jinak pokracuj krokem 2.
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Nejkratsi cesty z r

Tvrzeni.

Jestlize G neobsahuje cyklus zdporné délky a U(v) # oo, pak U(v)
je délka néjaké cesty z r do v.

Véta. Jestlize G neobsahuje cyklus zdporné délky a hodnoty U(v)
byly spocitdny podle obecného schematu, ktery skondil, pak
U(v) = u(r,v).
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Nejkratsi cesty z r

Algoritmus 1.

Vstup: Ohodnoceny orientovany graf bez cykli zaporné délky, r.
Vystup: U(v) = u(r, v).

1. (Inicializace.)
U(r) =0, U(v) :==oc0 prov #r
2. (Zpracovani hran.)
Pro kazdou hranu e € E provedeme
jestlize U(KV/(e)) > U(PV(e)) + a(e)
pak U(KV(e)) := U(PV(e)) + a(e)
3. (Ukonceni.)
Jestlize v kroku 2 se nezméni U(v), stop a vratime U(v).
Jinak pokracujeme krokem 2.
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Nejkratsi cesty z r

Algoritmus 2.

Vstup: Ohodnoceny orientovany graf bez cykli zaporné délky, r.
Vystup: U(v) = u(r, v).

1. (Inicializace.)
U(r):==0, U(v) ;=00 prov #r; M:={r}
2. (Zpracovani hran.)
Dokud M = (), vyber x € M,
M := M\ {x}
pro kazdou hranu e s PV(e) = x provedeme
jestlize U(KV/(e)) > U(x) + a(e)
pak U(KV(e)) := U(x) + a(e); M := MU{KV(e)}
3. (Ukonceni.)
vratime U(v); stop
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Nejkratsi cesty z r
Nejkratsi cesty

Nejkratsi cesty mezi vS§emi dvojicemi vrcholu

Nejkratsi cesty z r

Strategie pro vybér hrany e
» Mnozina M je FIFO.

» Vyber vrchol v € M s nejmensi hodnotou U(v).

Priklad.

Je dan orientovany ohodnoceny graf tabulkou

PV[[1[1]2[2] 3[4 5[5][5
KV[2[5(4a(5|2[3[1]|2|3]4
a ||3]4[2(2]5(4]6|-2]6|0

Najdéme nejkratsi cesty z vrcholu 1.
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NejkratsSi cesty mezi vsemi dvojicemi vrchold.

Floyduiv algoritmus.
Oznaéme V = {1,2,...,n}.

Floydiv algoritmus (také Floyd-Warshallv algoritmus) konstruuje
matice Uy = (uk(7,j)) Fddu n, k =0,1,..., n s témito vlastnostmi:

Uk(i,j) = da

kde d je délka nejkratsi cesty z i do j, kterd obsahuje vnitfni
vrcholy pouze mezi 1,2, ..., k. Nebo

Uk(i,j) = 00,

jestlize neexistuje takova cesta.
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Nejkratsi cesty z r
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NejkratsSi cesty mezi vsemi dvojicemi vrchold.

Tvrzeni.

Plati
1. Up je matice délek A.

2. U, je matice vzdalenosti U.

3. Matice Uy vznikne z Uy takto:

uk+1(i,j) = min{uk(i,j), uk(i, k + 1) + uk(k + 1,j)}.
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NejkratsSi cesty mezi vsemi dvojicemi vrchold.

Floydav algoritmus

Vstup: matice délek A.
Vystup: matice vzdalenosti M = U.

1. M:=A
2. begin
for k=1,2,...,ndo
fori=1,2,...,ndo
for j=1,2,...,ndo
begin
if M(i,j) > M(i, k) + M(k,j) then
M(i,j) = M(i, k) + M(k )
end
end
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