STRUKTURY

A. Nakreslete binomialni haldu H1 se 7 navzajem riznymi celoc¢iselnymi kli¢i z rozmezi 10, 11, ...,
19.

B. Nakreslete binomialni haldu H2 s 6 navzajem riznymi celociselnymi kli¢i z rozmezi 40, 41, ...,
49.

C. Nakreslete binomialni haldu H3, ktera vznikne aplikaci operace Merge na haldy H1 a H2.

D. Vysvétlete, zda je mozné v binomialni haldé s n kli¢i najit druhy nejmensi prvek v case
O(log(n)).

V této tloze uvaZujeme B+ strom, jehoZ kazdy uzel kromé korene obsahuje alespon 2 klice a
nejvyse 4 klice a kazdy vnitini uzel kromé kofene ma alespoii 3 potomky a nejvyse 5 potomka.

A. B+ strom ma hloubku 4. Jaky je minimalni mozny pocet kli¢t v tomto B+ stromu?

B. Nakreslete pfiklad B+ stromu, ktery obsahuje 15 klic¢t s hodnotami 1, 2, 3, ..., 15.

A. ZdGvodnéte, jaky je maximalni mozny pocet Cervenych uzli v R-B stromu, jehoZ ¢erna vyska je
3 a ktery obsahuje maximalni mozZny pocet klica.
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B. Splay tree S obsahuje 7 klicd, 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70 a je perfektné vyvazeny. Do S postupné
vloZte klice 45 a 30 a nakreslete strom po kazdém vloZeni.

C. Vysvétlete, zda je nebo neni mozné, aby v B+ stromu byl uloZen jednak urcity kli¢ k a kromé
toho také jeho dva dalsi duplikaty v jinych uzlech (tedy celkem tfi vyskyty hodnoty klice k ve
stromu).

A. Do binarni haldy s n? prvky vlozte dalSich n prvki pomoci operace Insert. Jaka bude
asymptoticka sloZitost tohoto procesu? Vysvétlete.

B. Do binomiélni haldy s n prvky vloZte dalSich log(n?) prvkl pomoci operace Insert. Jaka bude
asymptoticka sloZitost tohoto procesu? Vysvétlete.

C. Vysvétlete, pro€ je v binomialni haldé amortizovana sloZitost operace Insert v binomialni haldé
mensi neZ asymptoticka sloZitost téZe operace.

Sestavte skip list L, ktery obsahuje uvedené klice. Cislo za kli¢em v zavorce uvadi tiroveti (level)
klice, tj. kolikrat byla hozena mince, nez padl rub (vCetné rubu).

A(1), C(2), H(3), N(1), Q(2), R(4), W(1), Z(2).

A. Nakreslete skip list L.

B. Do skip listu L vloZte pomoci operace Insert kli¢ S(1). Urcete, kolik vzajemnych porovnani dvou
kli¢i bude provedeno pfi této akci. PocCet porovnani zdtivodnéte.

C. Ze skip listu L odstrafite pomoci operace Delete kli¢ Q. Urcete, kolik vzajemnych porovnani
dvou klicti bude provedeno pri této akci. Pocet porovnani zdiivodnéte.



D. Predpokladejte, Ze skip list K obsahuje n? klicd. Do K bude dale vloZeno n dalSich kli¢t. Jaka je
ocekavana asymptoticka sloZitost celé této operace? Zdtvodnéte.

Haldy. Predpokladame, Ze minimalni prvek je vZdy na vrcholu haldy.

A. Nakreslete binomialni haldu H1 se 7 navzajem rtznymi celoc¢iselnymi kli¢i z rozmezi 20, 21, ...,
29. Déle nakreslete binomialni haldu H2 s 6 navzajem rtiznymi celociselnymi kli¢i z rozmezi 30,
31, ..., 39.

B. Nakreslete binomialni haldu H3, ktera vznikne aplikaci operace Merge na haldy H1 a H2.

C. Vysvétlete, zda je vZdy mozZné v binomialni haldé s n kli¢i najit druhy nejmensi prvek v Case
O(log(n)), bez toho, Ze bychom z haldy klice odebirali nebo do ni pridavali.



GRAFY

Jsou dany grafy G1 = {{1, 2, 3,4, 5, 6, 7},
{{1,3}, {1, 4}, {2, 4}, {2,5}, {6, 3}, {6, 4}, °
{7,4},{7,5}}}aG2={{a,b,c,d,ef, g},
{{a, b}, {b, c}, {c, d}, {d, a}, {c, e}, {e, f},
{f, g}, {g, c}}} na obrazku.

A. Napiste strucné zdtivodnéni, pro¢ jsou navzajem izomorfni.
B. Urcete pocet izomorfizmi mezi G1 a G2.

C. Kompletné specifikujte dva riizné izomorfizmy mezi G1 a G2, vyuzijte pfitom oznaceni
jednotlivych vrchold v G1 a G2.

D. Uved'te priklad jedné hrany v G1 a jedné hrany v G2, po jejichZ odstranéni oba grafy prestanou
byt izomorfni.

Na obrazku je dan tplny bipartitni graf G se 7 vrcholy.

Uplny bipartitni graf je prosty graf (bez paralelnich hran), ktery se skladé ze dvou
disjunktnich mnoZzin vrcholti V1 a V2 a hran mezi nimi, pficemz kazda hrana ma jeden
koncovy vrchol ve V1 a druhy ve V2 a hran je maximalni moZny pocet.

Pro G plati [V1|=4,|V2|=3.

A. Orientujte vSechny hrany G tak, aby vznikl (orientovany) graf G2 s pravé ¢tyimi silné
souvislymi komponentami.

B. Nakreslete kondenzaci grafu G2.

C. Predpokladejte, Ze hrany G jsou nahodné orientovany (kazda hrana miZe byt orientovana jen
jednim smérem) . Jaky je moZny pocet vrcholi v jedné silné souvislé komponenté vysledného
grafu? Uved'te vSechy moZnosti.

D. Predpokladejte, Ze je dan uplny bipartitni graf H s M + N vrcholy (M, N > 2), kde M a N jsou
pocty vrcholti v mnozinach vrchol V1 a V2. V grafu H je ndhodné orientovana kazda hrana. Pocet
silné souvislych komponent je zjiStovan pomoci Tarjanova algoritmu. Urcete asymptotickou
slozitost tohoto procesu v zavislosti na hodnotdch M a N. Napiste kratké zdtivodnéni, nepopisujte,
pokud moZzno, samotny Tarjaniv algoritmus.

Na obrazku je dan vaZeny graf G s vrcholy ocislovanymi 1 — 13.

A. Urcete vahu minimalni kostry G a nakreslete tuto kostru.

B. Predpokladejte Ze hledani minimalni kostry daného grafu G probéhne pomoci Primova algoritmu
a Ze zacne ve vrcholu 13. Napiste jednu z moznych posloupnosti hran G, které bude Primav
algoritmus postupné pridavat do minimalni kostry.



C. Predpokladejte Ze hledani minimalni kostry daného grafu G probéhne pomoci Kruskalova
algoritmu. NapiSte jednu z moznych posloupnosti hran G, které bude Kruskaltv algoritmus
postupné pridavat do minimalni kostry.

D. Pfedpokladejte, Ze graf H ma n vrcholti a [n'®] hran (zavorky | | pfedstavuji dolni celou ¢ast
realného cisla). Predpokladejte dale, Ze asymptoticka sloZitost kaZzdé z operaci Union a Find v
Kruskalové algoritmu je imérna hodnoté n®>. Uvedte a zdtivodnéte asymptotickou sloZitost
Kruskalova algoritmu za uvedenych podminek.

V této uloze pracujeme s neorientovanymi prostymi grafy, bez smycek a paralelnich hran.

A. Nakreslete dva tiplné grafy G1 a M1, kaZzdy s péti vrcholy a deseti hranami. Z grafu G1 odstraiite
tfi hrany a vysledny graf oznacte G2. Z grafu M1 odstraiite tfi hrany a vysledny graf oznacte M2.
Dodr7Zte pfitom podminku, Ze grafy G2 a M2 nebudou izomorfni. Vysvétlete, pro¢ G2 a M2 nejsou
izomorfni.

B. Nakreslete dva uplné grafy P1 a Q1, kazdy s péti vrcholy a deseti hranami. Z grafu P1 odstrarite
tfi hrany a vysledny graf oznacte P2. Z grafu Q1 odstraiite tfi hrany a vysledny graf oznacte Q2.
Dodrzte pritom podminku, Ze grafy P2 a Q2 budou izomorfni. Urcete a zdiivodnéte pocet rtiznych
izomorfizmt mezi P2 a Q2.

C. Graf U1 ma 2n vrcholt a n hran (n > 3), pricemz stupeinl kazdého vrcholu je 1. Graf U2 vznikl
tak, Ze do U1 byly pfidany dvé nové hrany. Graf U3 vznikl analogicky, do U1 byly pfidany dvé
nové hrany. Oba grafy U2 a U3 tedy maji 2n vrcholt a n+2 hrany. Navrhnéte a popiSte postup
(nepiSte kdd ani pseudokdd), pomoci néjz se urci, zda U2 a U3 jsou €i nejsou navzajem izomorfni.
Urcete a zdGvodnéte asymptotickou sloZitost tohoto postupu.

Jsou dany grafy G1 = {{1, 2, 3,4, 5,6, 7}, {{1, 2},
{2,5}, {5, 4}, {4, 3}, {3, 1}, {5, 7}, {7, 6}, {6, 3} }}
aG2={{a,b,cd e.f, g}, {{a, b}, {b, g}, {g, d},
{d, c}, {c, e}, {e, a}, {g, f}, {f, e} }} na obrazku.

A. Napiste strucné zdiivodnéni, pro¢ jsou navzajem izomorfni.
B. Uved'te pro graf G1 dva rtizné invarianty zaloZené na stupnich vrchold.
C. Urcete pocCet bijekci mezi G1 a G2, které nejsou izomorfismy.

D. Graf C1 s n vrcholy a n+2 hranami vznikl tak, Ze do kruZnice s n vrcholy (n > 5) byly pridany
dvé dalsi hrany. Graf C2 s n vrcholy a n+2 hranami vznikl analogicky, to jest, do jiné kruZnice s n
vrcholy byly pridany dvé dalsi hrany. Navrhnéte a popiSte co nejefektivnéjsi postup (nepiste kod ani
pseudokdd), pomoci néjz se urci, zda C1 a C2 jsou Ci nejsou navzajem izomorfni. UrCete a
zdtivodnéte asymptotickou sloZitost tohoto postupu.

Jsou dany grafy G1 = {{1, 2, 3,4, 5,6, 7}, {{1, 3}, {1, 4}, {2, 4}, {2, 5}, {6, 3}, {6, 4}, {7, 4}, {7,
5}}}aG2={{a,b,c,d,ef, g}, {{a b}, {b, c}, {c,d}, {d, a}, {c, e}, {e, f}, {f, g}, {g,c}}} na
obrazku.



A. Napiste zdGvodnéni, pro€ jsou G1 a G2
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B. Urcete pocet izomorfizm mezi G1 a G2.
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Zdtvodnéte sviij vysledek.
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C. Uved'e priklad jedné hrany v G1 a jedné hrany v G2, po jejichZ odstranéni oba grafy prestanou
byt izomorfni. Zdivodnéte sviij vysledek.

D. Graf C1 s n vrcholy a n+2 hranami vznikl tak, Ze do kruznice s n vrcholy (n > 5) byly pfidany
dvé dalsi hrany. Graf C2 s n vrcholy a n+2 hranami vznikl analogicky, to jest, do jiné kruZnice s n
vrcholy byly pridany dvé dalsi hrany. Navrhnéte a popisSte co nejefektivnéjsi postup (nepiste kod ani
pseudokod), pomoci néjz se urci, zda C1 a C2 jsou €i nejsou navzajem izomorfni. Urcete a
zdtivodnéte asymptotickou sloZitost tohoto postupu.

A. Je dan orientovany graf G = (V, E) s alespoii jednim uzlem, definujte silné souvislou
komponentu.

B. rozhodnéte, zda plati nasledujici tvrzeni: V kaZzdém orientovaném grafu jsou 2 rizné silné
souvislé komponenty disjunktni, t.j. nesdili Zadny uzel ani hranu.

C. A, B jsou silné souvislé komponenty, dvojice A a B jsou izolované, nejsou li spojeny hranou,
ktera ma jeden vrchol v A a druhy v B. Jaka je asymptoticka sloZitozt urceni poctu izolovanych
dvojic silné souvislych komponent v G, nepiste ano kod ani pseudokad.

D. Je dan orientovany graf H, jenZ ma n vrcholi a m hran, popiste, co nejefektivnéji algoritmus,
ktery nejprve rozhodne, zda H obsahuje alespoii [n®*] silné souvislych komponent, pokud ano, pak
komponentu s minimalnim poc¢tem vrcholt rozsifi na Gplny orientovany graf, pokud je takovych
komponent vice, nic neudéla, odvod’te casovou sloZitost.

A. Urcete pocet isomorfismt mezi grafy F1 = {{a, b, ¢, d,}, {a, b}, {b, c}, {c,d}, {d,a}} aF2=
{{1, 2,3,4}, {{1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, {4, 1} } }.

B. Nakreslete 2 kruznice K1 a H1 o 10 vrcholech, v K1 oznacte vrcholy {a, b, c, d} a pridejte hrany
{a, b} a {c, d}, vysledny graf oznacte K2, v H1 oznacte vrcholy {s, t, u, v} a pridejte hrany {s, t} a
{u, v}, vysledny graf oznacte H2, tak, aby grafy nebyly isomorfni, vysvétlete, proc¢ isomorfni
nejsou.

C. Nakreslete 2 kruznice L1 a J1 o 10 vrcholech, v L1 oznacte vrcholy {k, I, m, n} a pfidejte hrany
{k, 1} a {m, n}, vysledny graf oznacte L2, v J1 oznacte vrcholy {w, X, y, z} a pfidejte hrany {w, x}
a {y, z}, vysledny graf oznacte J2, tak, aby grafy byly isomorfni, urCete pocet isomorfismii.

D. Je dén graf C1 a C2 s n vrcholy a n+2 hranami vzniklé pridanim 2 hran do kruznice, napiste
postup a urcete asymptotickou sloZitost urceni, jestli jsou C1 a C2 isomorfni.



JAZYKY

Je dan jazyk L nad abecedou {b, c, d} , v némZ kaZzdé slovo ma délku alespoii 2 a navic zacina a
konci stejnym znakem.

A. Napiste dvé slova jazyka L, ktera maji Hammingovu vzdalenost rovnou 4.

B. Napiste dvé nestejné dlouha slova jazyka L, ktera maji Levenshteinovu vzdalenost rovnou 2.
Zdtvodnéte, proc je jejich vzdalenost pravé takova.

C. Sestavte kone¢ny automat A nad abecedou {b, c, d}, ktery prijima jazyk L. Nakreslete
prechodovy diagram automatu A.

D. Modifikujte automat A tak, aby vznikl automat B, ktery bude detekovat v textu nad abecedou {a,
b, ¢, d} vSechna slova jazyka L. Nakreslete prechodovy diagram automatu B.

Jsou dany jazyky L1, L2, L3 nad abecedou {a, b, c}. L1 je reprezentovan regularnim vyrazem
(aat+bbb)*c, L2 je reprezentovan regularnim vyrazem c(aaa+bb)*. Jazyk L3 = L1.L2 je zfetézenim
jazykt L1 a L2.

A. Rozhodnéte a zdtivodnéte, zda prinik jazyka L1 U L2 s jazykem L3 je prazdny nebo neprazdny.

B. Nakreslete pfechodovy diagram nedeterministického konecného automatu A, ktery pfijima jazyk
(L1 u L2)*.

C. Modifikujte automat A tak, aby vznikl automat B, ktery detekuje v textu nad abecedou {a, b}
vSechna slova jazyka (L1 U L2)*. Automat B predloZte ve formé tabulky, kde fadky odpovidaji
staviim automatu B a sloupce odpovidaji znakiim abecedy automatu B. V tabulce vyznacte startovni
stav a koncové stavy.

Je dan jazyk L nad abecedou {a, b, c}, ktery je popsan regularnim vyrazem (ac + bc)(aa + bb)*.
A. Pro dané sudé celé cislo n urcete pocet slov L, ktera maji délku n. Napiste cely vypocet.

B. Napiste dvé nestejné dlouha slova jazyka L, jejichZ vzajemna Levenshteinova vzdalenost je
rovna 3. Zdivodnéte, proc je jejich vzdalenost pravé takova.

C. Nakreslete prechodovy diagram automatu A nad abecedou {a, b, c}, ktery prijima jazyk L.

D. Modifikujte automat A tak, aby vznikl automat B, ktery bude detekovat v textu nad abecedou {a,
b, c} vSechna slova jazyka L. Vyjmenujte vSechny prvky mnoZiny vzori a vSechny prvky mnozZiny
obrazli prechodové funkce § automatu B. Ke kaZzdému prvku mnoZiny vzort urcete jeho obraz v
prechodové funkci 6.

Je dan jazyk L nad abecedou {a, b, c}, v némz kaZdé slovo obsahuje pravé jeden znak b a pravé dva
znaky c.

A. Pro dané kladné celé cislo n urcete pocet slov L, ktera maji délku n.



B. Napiste dvé nestejné dlouha slova jazyka L, jejichZ vzajemna Levenshteinova vzdalenost je
rovna 2. Zdtavodnéte, proc je jejich vzdalenost pravé takova.

C. Nakreslete prechodovy diagram automatu A nad abecedou {a, b, c}, ktery pfijima vSechna slova
jazyka K = L.L, tj. zfetézeni jazyka L se samym sebou.

D. Modifikujte automat A tak, aby vznikl automat B, ktery detekuje v textu nad abecedou {a, b, c}
vSechna slova jazyka K = L.L. Automat B predloZte ve formé tabulky, kde fadky odpovidaji staviim
automatu B a sloupce odpovidaji znakiim abecedy automatu B. V tabulce vyznacte startovni stav a
koncové stavy.

Je dan jazyk L nad abecedou {a, b, c}, ktery je popsan regularnim vyrazem aa*bb*cc.
A. Pro dané kladné celé ¢islo n > 3 urcete pocCet slov L, ktera maji délku n. NapiSte cely vypocet.

B. NapiSte dvé slova jazyka L, jejichZ délka je 10 a jejichZ vzajemna Levenshteinova vzdalenost je
rovna maximalni mozna. Zdivodnéte, proc€ je jejich vzdalenost pravé takova.

C. Jazyk K obsahuje pravé kazdé slovo nad abecedou {a, b, c}, jehoZ Levenshteinova vzdalenost
od nékterého slova L je < 1, nakreslete prechodovy diagram bez & prechodti automatu A nad
abecedou {a, b, c}, ktery prijima K.

D. Modifikujte automat A tak, aby vznikl automat B, ktery bude detekovat v textu nad abecedou {a,
b, c} vSechna slova jazyka K. Automat B preloZte ve formé tabulky, kde fadky odpovidaji znakim
abecedy automatu B, v tabulce vyznacte startovni stav a koncové stavy, zdiivodnéte, zda B je nebo
neni deterministicky.



GENERATORY

Generatory pseudonahodnych cisel. PopiSte metody feSeni, které nevyZaduji generovani vSech
kombinaci parametri a jim odpovidajicich posloupnosti.

A. Linearni kongurencni generator generuje posloupnost (6, 5, 2, 3, 6, 5, 2, ...), vime, Ze modus je
10, urcete zbylé parametry.

B. Generator X,.1 = (Ax, + C) mod 36, kde 0 < xo<36a1<A, C < 36, urCete vSechny rtizné
dvojice A a C, Ze perioda posloupnosti je 36.

C. uved'te priklad dle B. s periodou 1, kde A, C > 4.

D. Lehmertv generator generuje posloupnost (5, 7, 8, 4, 2, 1, 5, 7, ...), vime, Ze modus M =9,
urcete zbyvajici parametry.



