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Teorie algoritmu (B4MO1TAL)

Tridy slozitosti a typy uloh

Trida P: Rozhodovaci tloha U lezi ve tiidé P, jestlize existuje deterministicky Turinguv stroj
M, ktery rozhoduje jazyk Ly a pracuje v polynomidlnim case; tj. existuje polynom p(n) takovy,
ze Casova slozitost T'(n) stroje M je O(p(n)).

Tiida N'P: Rozhodovaci tiloha U lezi ve tiidé NP, jestlize existuje nedeterministicky Turinguv
stroj M, ktery rozhoduje jazyk Ly a pracuje v polynomidlnim ¢ase; tj. existuje polynom p(n)
takovy, ze casova slozitost T'(n) stroje M je O(p(n)).

Tiida N'PC (NP-iplné tlohy): Rozhodovaci tloha U je NP-tiplnd, jestlize jsou splnény obé

nasledujici podminky:

1. Uloha U le# ve tiide NP.

2. Pro kazdou rozhodovaci tilohu X ze tiidy NP plati, ze X se polynomidlné redukuje na U
(X <, U0).

Ttida co-N"P: Jazyk L patii do tiidy co-N'P pravé tehdy, jestlize jeho doplnék L (mnozina viech
slov nad danou abecedou, kterd nepati{ do L) pati{ do tiidy NP.

Trida PSPACE: Jazyk L patii do tiidy PSP.ACE, jestlize existuje deterministicky Turinguv stroj
M, ktery piijimé jazyk L a pracuje s polynomialni pamétovou sloZitosti; tj. existuje polynom p(n)
takovy, ze pamétovd slozitost S(n) stroje M je O(p(n)).

Trida NPSPACE: Jazyk L patii do tiidy NPSPACE, jestlize existuje nedeterministicky Tu-
ringtiv stroj M, ktery pfijimé jazyk L a pracuje s polynomidlni pamétovou slozitosti.
Trida R (Rekursivni jazyky): Jazyk L je rekursivni, jestlize existuje Turinguv stroj M, ktery

rozhoduje jazyk L. To znamend, Ze pro kazdé slovo w € L se M tspésné zastavi v koncovém stavu
a pro kazdé slovo w ¢ L se M neuispésné zastavi.

Trida RS (Rekursivné spocetné jazyky): Jazyk L je rekursivné spocetny, jestlize existuje
Turingtiv stroj M, ktery tento jazyk ptijima. To znamenad, ze pro kazdé slovo w € L se M 1tspésné
zastavi v koncovém stavu, avSak pro slovo w ¢ L se M bud zastavi netispésné, nebo se nezastavi
vubec.

Trida RP (Randomized Polynomial): Jazyk L patii do tiidy RP pravé tehdy, kdyz existuje
randomizovany Turinguv stroj M takovy, ze:
—  Pro kazdé slovo w ¢ L se stroj M zastavi v pfijimajicim stavu ¢y s pravdépodobnosti 0.

— Pro kazdé slovo w € L se stroj M zastavi v koncovém stavu gy s pravdépodobnosti alespon
rovnou 1/2.

—  Existuje polynom p(n) takovy, ze pro kazdy vstup délky n trva kazdy béh stroje M maximalné
p(n) krokd.

Ti#ida co-RP: Jazyk L patii do tfidy co-RP pravé tehdy, kdyz jeho doplnék patii do t¥idy RP.



Ttida ZPP (Zero-error Probabilistic Polynomial): Jazyk L patii do tiidy ZPP prave
tehdy, kdyz existuje randomizovany Turinguv stroj M typu Las-Vegas takovy, ze:

—  Pro kazdé slovo w ¢ L se stroj M zastavi v pfijimajicim stavu ¢ s pravdépodobnosti 0.
—  Pro kazdé slovo w € L se stroj M zastavi v koncovém stavu gy s pravdépodobnosti 1.

—  Existuje polynom p(n) takovy, ze stfedni hodnota po¢tu kroku stroje M v jednom béhu pro
vstup délky n je nejvyse p(n).

NP-tézka uloha (NP-hard): Rozhodovaci tiloha U je NP-tézkd, jestlize existuje alespon jedna
NP-tplna dloha V' takova, ze V se polynomiélné redukuje na U (V <, U).

Silné NP-tplna tloha: Uloha U je silné NP-tipln4, jestlize existuje polynom p(n) takovy, ze
uloha U zustava NP-uplnou i v pfipadé, Ze se omezime pouze na mnozinu instanci I, pro které
plati, ze nejvétsi ¢islo v instanci num(I) < p(n), kde n je velikost instance I.

Pseudopolynomidlni algoritmus: Algoritmus A je pseudopolynomidlni, jestlize existuje poly-
nom p(x,y) takovy, ze pro kazdou instanci I algoritmus A Fesi ilohu v case O(p(n,num(I))), kde
n je velikost instance I a num(I) je nejvétsi ¢islo v dané instanci 1.

R-aproximacni algoritmus: Polynomialni algoritmus A se nazyva R-aproximac¢ni (pro R > 1),
jestlize pro kazdou instanci I optimaliza¢ni 1lohy algoritmus A nalezne piipustné feSeni, jehoz
hodnota tcelové funkce neni horsi nez R-ndsobek hodnoty optimélniho feseni OPT'(I).

Slozitost a chovani Turingovych stroja

Casova slozitost Turingova stroje T'(n): Parcidlni zobrazeni z mnoziny piirozenych ¢isel do
sebe. Jestlize existuje alespon jeden vstup délky n, pro ktery se Turinguv stroj (u NTM alespon
v jedné vétvi vypoctu) nezastavi, pak T'(n) neni definovéno. V opacéném piipadé je T'(n) rovno
maximalnimu poc¢tu kroktu do zastaveni stroje, kde maximum se bere pfes viechny vstupy délky
n (a pfes vSechny vétve vypoctu).

Pamétova slozitost Turingova stroje S(n): Parcidlni zobrazeni z mnoziny piirozenych &isel
do sebe. Jestlize existuje alespon jeden vstup délky n, pro ktery stroj pouzije nekoneénou cast
pasky, pak S(n) neni definovdno. V opa¢ném piipadé je S(n) rovno nejvétsimu rozdilu poradovych
Cisel poli pasky, ktera byla béhem vypoctu alespon jednou navstivena hlavou, kde maximum se
bere pies vSechny vstupy w délky n.

Pfijimani jazyka nedeterministickym TS (NTM): Slovo w € X* je piijiméno NTM M,
jestlize existuje alespon jedna konecna posloupnost vypocetnich kroku (piijimajici vypocet), po
kterych se stroj dostane do koncového prijimajiciho stavu q¢ € F. Jazyk L(M) je mnozina vSech
takovych slov w.

Rozhodovani jazyka nedeterministickym TS: NTM M rozhoduje jazyk L, jestlize M pfijima
jazyk L, a navic pro kazdé vstupni slovo w € ¥* plati, ze kazdd mozna vétev vypoctu stroje M
vzdy skonéi po koneéné mnoha krocich (stroj se nesmi na zadném vstupu v zaddné vétvi zacyklit).

Randomizovany TS pracujici v polynomialnim ¢ase: RTM M pracuje v polynomidlnim
Case, jestlize existuje polynom p(n) takovy, ze pro kazdé vstupni slovo w délky n a pro kazdou
moznou posloupnost ndhodnych bitu na druhé pésce se stroj M zastavi po nejvyse p(n) krocich.



3 Redukce a specialni jazyky

Redukce rozhodovacich dloh (U < V): Rozhodovaci tiloha U se redukuje na rozhodovaci tilohu
V, jestlize existuje algoritmus M, ktery se na kazdém vstupu zastavi a ktery pro kazdou instanci
I tlohy U zkonstruuje instanci I’ tlohy V tak, ze plati: I je ANO-instance tilohy U pravé tehdy,
kdyz I' je ANO-instance tlohy V.

Polynomidlni redukce (U <, V): Rozhodovaci tloha U se polynomialné redukuje na rozho-
dovaci dlohu V, jestlize se U redukuje na V a piislusny transformacni algoritmus M pracuje v
polynomidlnim ¢ase vzhledem k délce instance I.

Redukce jazyku (L; < Lo): Jsou dény jazyky L1 C ¥* a Ly C I'*. Jazyk L; se redukuje na
jazyk Lo, jestlize existuje algoritmus A, ktery pro kazdé slovo w € ¥* zkonstruuje slovo A(w) € I'*
tak, ze: w € L1 <= A(w) € Ls.

Diagonalni jazyk Lg: Jazyk Lg je mnozina tvofend vSemi bindrnimi slovy w takovymi, ze Tu-
ringuv stroj, jehoz kéd je w (M), nepfijimé slovo w (tj. w ¢ L(M,)). Pokud w neni platnym
kédem stroje, uvazujeme, ze reprezentuje stroj piijimajici prazdny jazyk.

Univerzalni jazyk Lyy: Jazyk Lyn je mnozina vSech bindrnich slov ve tvaru (M)w, kde (M)
je kéd reprezentujici deterministicky TS M, a w je bindrni slovo takové, ze w € L(M).

Grafové pojmy a instance

Rozhodovaci tiloha: Uloha definovana jako obecna specifikace vztahu zadani a feSeni, pficemz
pro kazdou platnou instanci I je spravnym feSenim vyhradné odpovéd ANO, nebo odpovéd NE.

Barevnost grafu (k-barevnost): Neorientovany graf G = (V, E) bez smycek je k-barevny,
jestlize existuje zobrazeni b : V' — B (kde |B| = k) takové, ze pro kazdou hranu {u,v} € E plati

b(u) # b(v).

Klika: Podmnozina vrcholi K C V v neorientovaném grafu, pro kterou plati, ze kazdé dva ruzné
vrcholy u, v € K jsou spojeny hranou {u,v} € E (indukovany podgraf je uplny).

Nezavisla mnozina: Mnozina vrchola N C V, jestlize pro zadnou dvojici vrcholi u,v € N
neexistuje v grafu G hrana {u,v} € E.

Vrcholové pokryti: Podmnozina vrcholu C' C V| jestlize pro kazdou hranu e = {u, v} € E plati,
ze u € C'nebo v € C.

Hamiltonovska kruznice / cyklus: Uzaviend cesta (v neorientovaném grafu kruznice, v orien-
tovaném cyklus), ktera obsahuje kazdy vrchol z mnoziny V prévé jednou.

Hamiltonovska cesta: Cesta, ktera obsahuje kazdy vrchol z mnoziny V praveé jednou.

Metricka instance TSP: Instance TSP tvofend n mésty a vzdalenostmi d(i, j), kterd spliuje
trojuhelnikovou nerovnost: d(i, j) < d(i, k) + d(k, j) pro vSechna mésta i, j, k.

Postiv korespondenc¢ni problém (PCP)

Definice PCP: Jsou dény dva seznamy slov A = (uj,us,...,u;) a B = (v1,v9,...,v;) nad
abecedou Y. Postuv korespondenc¢ni problém hleda, zda existuje konetnd posloupnost indexu
i1,12,...,0m (kde m > 1 a 1 < i; < k) takovd, Ze konkatenace slov ze seznamu A odpovidd
konkatenaci slov ze seznamu B ve stejném pofadi:

Uiy Ujy -« - Uj,, = Vi UVjy - .. Vg

m
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ANO-instance PCP: Instance tvorend dvojici seznamu (A, B) je ANO-instanci pravé tehdy,
kdyz pro ni existuje alespon jedno feSeni (tj. neprazdnad posloupnost indexu spliiujici rovnost
zietézenych slov).

NE-instance PCP: Instance tvorena dvojici seznamu (A, B) je NE-instanci pravé tehdy, kdyz
pro ni neexistuje zadna neprazdnd koneénd posloupnost indexu spliujici danou podminku. PCP
je nerozhodnutelny problém, coz znamend, Ze neexistuje algoritmus, ktery by pro kazdou
NE-instanci PCP v konecném case potvrdil, ze FeSeni neexistuje.

Modifikovany PCP (MPCP): Varianta PCP, kde je vynucen zacitek feseni pomoci prvniho
péaru slov ze seznamu (i3 = 1). MPCP je rovnéz nerozhodnutelny a lze jej redukovat na PCP.

Doplnujici véty a koncepty

Riceova véta: Necht S je libovolnd netrividln{ vlastnost jazyku tiidy RS (tj. existuje aspon
jeden jazyk L € RS, ktery vlastnost S m4, a aspon jeden L' € RS, ktery ji nemd). Pak jazyk
Ls = {(M) | L(M) ma vlastnost S} je nerozhodnutelny.

Cookova-Levinova véta: Problém splnitelnosti booleovskych formuli (SAT) je NP-iuplny (SAT €
NPC).

Redukce optimalizace na rozhodovani: Optimaliza¢ni tlohu (napi. TSP) lze tesit v poly-
nomidlnim ¢ase pomoci ordkula (algoritmu) pro piislusnou rozhodovaci tlohu uzitim bindrniho
vyhledavani pfes rozsah moznych hodnot tcelové funkce.

Vztah tfid slozitosti: P C (NP Nco-NP) CNP C PSPACE = NPSPACE C R C RS

Savitchova véta (detail): Pro kazdou pamétovou funkcei S(n) > logn plati NPSPACE(S(n)) C

PSPACE(S?%(n)). Specidlné pro polynomiélni omezeni plati PSPACE = NPSPACE.
Stochastické algoritmy (Typy)

Monte Carlo: Algoritmus, ktery pracuje v polynomidlnim case, ale muze vratit chybny vysledek
s urcitou (omezenou) pravdépodobnosti (tfidy RP, co-RP, BPP).

Las Vegas: Algoritmus, ktery nikdy nevrati chybny vysledek. Jeho ¢as béhu je ndhodnéd veli¢ina
s koneé¢nou stfedni hodnotou (tfida ZPP). Plati ZPP = RP N co-RP.

Vztahy mezi tfridami a doplnky

8.1 Obecna hierarchie inkluzi

V teorii slozitosti plati nasledujici Fetézec inkluzi (vztahy, o kterych vime, ze plati, i kdyz ne u vSech
vime, zda jsou ostré):

P C (NPNco-NP) C NP C PSPACE = NPSPACE C R C RS

8.2 Doplinky tiid (co-t¥idy)

Doplnék tiidy K (znaéime co-K) obsahuje jazyky, jejichz doplnék patii do K.

Tiidy uzaviené na doplnék: O téchto tiidach vime, ze K = co-K.

— P = co-P (Pokud umime v polynomidlnim ¢ase fict ANO, umime i NE — sta¢i prohodit
stavy).

— PSPACE = co-PSPACE (Plyne z Immerman-Szelepcsényiho véty).



— R = co-R (Pokud je jazyk rozhodnutelny, je rozhodnutelny i jeho doplnék).
T#idy u kterych rovnost s doplikem neni znama:

— NP vs. co-NP: Obecné se véii, ze NP # co-N'P. Pokud by se rovnaly, znamenalo by to, ze
pro kazdou NP tlohu (napt. SAT) existuje krdtky certifikat i pro odpoved NE.

— RS vs. co-RS: Vime bezpeéné, 7ze RS # co-RS (napi. jazyk Ly ¢ RS, ale Ly € RS).

8.3 Véty o pruniku (Klicové vztahy)

Tyto véty definuji t¥idy pomoci pruniku tiidy a jejiho dopliku:

Vztah rekurzivnich a rekurzivné spoéetnych jazyku:
R =RS Nco-RS

Tedy: Jazyk je rozhodnutelny pravé tehdy, kdyz on i jeho doplnék jsou pfijimédny Turingovym
strojem (pokud se jeden zastavi pro ANO a druhy pro NE, muzeme je pustit paralelné a vzdy
dostaneme odpoveéd).

Vztah pravdépodobnostnich tiid (ZPP):
ZPP =RPNco-RP

Tiida Zero-error Probabilistic Polynomial (Las Vegas) je pfesné prunikem tiid s jednostrannou
chybou.

8.4 Randomizované tiidy v hierarchii

Pro randomizované algoritmy (RTM) plati tento vztah k deterministickym a nedeterministickym
tidam:

PCZPPCRPCNP
P C ZPP C co-RP C co-NP

8.5 Shrnuti vztaht k NP-uplnosti

Pokud libovolny jazyk L € N'PC patii do P, pak P = N'P.
Pokud libovolny jazyk L € N'PC patii do co-N'P, pak NP = co-N'P.

Zadny NP-tiplny jazyk nemuze byt rekurzivné nerozhodnutelny (protoze z definice musi byt v NP,
a NP je podmnozinou R).

9 Strom polynomidlnich redukci (NP-tiplnost)

Tento strom znazornuje posloupnost dukazu NP-uplnosti. Redukce A <, B znamena: ,,Pokud umime
efektivné fesit B, umime efektivné fesit 1 A.“

Zikladni uzel: SAT (Problém splnitelnosti booleovskych formuli)

Dand formule v konjunktivni normalni formé (CNF). Otazka: Existuje ohodnoceni proménnych
0/1 takové, ze formule je pravdiva?

Vijznam: Prvni dokdzany NP-uplny problém (Cook-Levinova véta).




9.1 Veétve redukci od SAT

SAT <, 3-SAT

3-SAT <, Klika
(Clique)

Klika <, Nezavisla
mnozina

Nezavisla mnozina
<, Vrcholové
pokryti

3-SAT <,
3-Barevnost

3-SAT <, Soucet
podmnoziny

Soucet podmnoziny
<, Batoh
(Knapsack)
Hamiltonovska
kruznice <, TSP

Kazda klauzule s k literdly se rozbije na nékolik klauzuli s pravé 3 literaly
pomoci pomocnych proménnych. Priklad: (I V12 VI3V ly) se zméni na (I3 V
lo VvV Z) A (—|Z VigV l4).

Pro kazdy literal v kazdé klauzuli vytvofime vrchol. Hrany vedou mezi vSemi
vrcholy, které nejsou ve stejné klauzuli a zaroven si neodporuji (x vs —x).
Hledame kliku velikosti £ = pocet klauzuli.

Provede se doplnkovy graf (kde hrana byla, tam ji smazeme, a naopak). Klika
v puvodnim grafu je nezavislou mnozinou v dopliikovém grafu.

Mnozina S je nezavisla pravé tehdy, kdyz V' \ S je vrcholové pokryti. Pokud
existuje nezavisld mnozina velikosti k, existuje vrcholové pokryti velikosti |V'|—

k.

Vytvoii se specidlni grafové komponenty (gadgety). Jeden gadget fixuje 3
barvy (Zelen/Pravda, Cervena,/Nepravda, Modra/Pomocna). Dalsf gadgety
modeluji klauzule tak, aby byly obarvitelné pouze tehdy, kdyz je aspon jeden
literal ”zeleny”.

Vytvoii se velkd ¢isla v tabulce. Horni ¢ast tabulky hlidd proménné (vybereme
bud x, nebo —z), dolni ¢dst hlid4 splnéni klauzuli (aspoi jeden literal musi
byt vybran). Cilovy soucet K je nastaven tak, aby vynutil spravnou strukturu
vybéru.

Subset Sum je specidlni piipad batohu, kde vaha pfedmétu je rovna jeho cené
a kapacita batohu je rovna cilovému souctu K.

Graf G pro Hamiltonovskou kruznici pfevedeme na tuplny graf s ohodnocenim
hran: hrany z G maji cenu 1, hrany neexistujici v G maji cenu 2 (nebo r-n+1).
Hamiltonovska kruznice existuje, pokud existuje cesta obchodniho cestujiciho
S cenou n.

10 Slovnik NP-uplnych tuloh

e 3-Barevnost: Lze vrcholy grafu obarvit 3 barvami tak, aby zadni sousedé neméli stejnou barvu?

o Kilika: Existuje v grafu podgraf o K vrcholech, kde je kazdy s kazdym spojen hranou?

e Nezavisla mnozina: Existuje v grafu K vrcholl, mezi kterymi nevede ani jedna hrana?

e Vrcholové pokryti: Existuje K vrcholu takovych, ze kazda hrana v grafu ma aspon jeden konec

v této mnoziné?

e Hamiltonovska kruznice: Existuje cesta, kterd projde kazdym vrcholem pravé jednou a vrati

se do startu?

e Soucet podmnoziny: Lze z dané mnoziny ¢isel vybrat takovd, jejichz soucet je presné K7
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